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Minitest

- Passwort: probability
« Zeit: 10 minutes
- Anzahl Fragen: 10

- 0.2 Punkte pro richtig beantwortete Frage
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Minitest 3

Teil 1

. Drei Ereignisse A, B, C sind genau dann unabhdngig, wenn
PIAnBnNnC| =P|A]|: P|B] - P|C]

- FUr drei beliebige Ereignisse A, B, C gilt
PIAUBUC] =P|A]|+P|B|+P|C]|—-PIAnB]-PIANnC|-PIBNnC|]+PIANnBnNC]

- Wir betrachten folgendes Zufallsexperiment: Wir werden zundchst einen 6-seitigen Wurfel

und danach eine Munze. Dieses Zutallsexperiment [asst sich mit der Ergebnismenge Q) =
11,2,3,4,5,6,K,Z} beschreiben.




Minitest 3

Tell 2

- FUr zwei beliebige Ereignisse A, B mit PLA] > O und P[B] > O gilt P[A | B]*P[B& = P|B | A]*P[A].

- Man wirft einen sechsseitigen Wurfel. Dann sind die Ereignisse “A = Ergebnis ist gerade” una
‘B = Ergebnis ist 6" unabhdngig.

- Wenn A, B, C drei Ereignisse sind, die
P[ANn B] = P|A]- P|B],PIAnC] = P|A]-P[C],P|Bn C] = P|B] - P|C] erfullen, dann
sind A, B, C unabhdngig

- Wenn A, B, C drei unabhdngige Ereignisse sind, dann
PIAn B]| = P|A]- P|B],PIANC]| = P|A]:- P[C|,PIBn C]| = P|B] - P|C]



Minitest 3

Tell 3

- Wir haben 180 zutallig ausgewadhlte Personen in einem Raum. Die Wahrscheinlichkeit, dass

zwei von ihnen am selben

ag Ge

ourtstag haben, ist kleiner 1/2.

- Angenommen, g ist ein Graph, der eine Eulertour enthalt, und die Anzahl Knoten von G ist
gerade. Dan enthalt G ein perfektes Matching.

. Wenn A und B unabhdngige Ereignisse sind, dannist P[A U B] = P[A]| + P|B]



Bedingte Wahrscheinlichkeit

- A und B seien Ereignisse mit Pr[B] > O. Die bedingte W’keit Pr[A|B] von A gegeben B ist
definiert durch

Pr[A N B]
Pr[B]

PriA|B] =

- Pr[B|B] =1, Pr[B|B] = O; Pr[A|Q] = Pr[A]; Pr[A|B] ~ Pr[ANB]

. Kinderproblem



Satz der totalen Wahrscheinlichkeit

. Die Ereignisse Ay, ..., A, seien paarweise disjunkt undes gelte BC A; U ... UA, Dann
folgt:

PriB] = ) Pr{B|A]- PriA]
=1

. Ziegenproblem

. A;: Auto ist hinter Tur i; B;: Ich gewinne



oatz von Bayes

. Die
Mt

Pr[A;|B] =

Freignisse Ayq, ..., A, seie

Pr|B| > O. Dann gilt fur ein

PrlA; N B]

N paarwelse ¢

peliebigesi=1,..

isjunkt. Fernerseit BC A, U...UA, ein Ereignis
N

Pr|B|A;] - Pr[A]

- Krankheitenbsp.

PriBl X" PrIB|A]- PriA]

- Beweis: Zahler Bedingte Wahrscheinlichkeit, Nenner: Satz der totalen Wkeit



Satz von Bayes Autgane

- Eine Firma benutzt eine KI um emails als “wichtig” oder “unwichtig” zu klassifizieren.
.« 30% der Emails sind wichtig.
- Das System markiert eine wichtige Mail in 80% der Falle als wichtig.

- Das System markiert eine unwichtige Mail in 20% der Falle als wichtig.

e Was ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine als wichtig markierte Mail tatsachlich
wichtig ist?



Unabhangigkeit

. Ereignisse A und B sind unabhdangig gdw. Eintritt von B beeinflusst nicht ob A eintritt:
PrlA N B| = Pr|A] - Pr|B}

- Die Ereignisse Ay, ..., A, heissen unabhangig, wenn fur alle Teilmengen I C {1,...,n} mit
I=1{i,...,} gt dass
Pr[Ai1 NN Al-k] — Pr[Ail] .- - Pr[A.].

U
Fine unendliche Familie von Ereignissen A; mit 1 € N heisst unabhdngig fur jede endliche

Teilmenge I C N erfullt ist

» Seien A, B und C unabhdngige Ereignisse. Dann sind auch AN B und C bzw. A U B und C
unapbhangig



I )

/ufallsvariaplen

. Eine Zufallsvariable ist eine Abbildung X: QO — R, wobei Q) die Ergebnismenge eines
Wahrscheinlichkeitsraumes ist.

. Bei diskreten W’keitsraumen Wertebereich endlich oder abzdahlbar unendlich

o0
~ Wkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt = D4 — Z Pr|X > 1]
i=1



Dicnte und Vertellung

: ]gc 'R - [0,1],x — Pr|X = x] Dimt(

CFy:R - [01Lxm PrX<x]= Y PriX=x] Vef’rtﬂunj

x'eW x'<x




crwartungswert

- Zu einer Zufallsvariablen X definieren wir den Erwartungswert [E[X] durch:
[X]:= ) x-PriX=x]
xeWy

sofern die Summe absolut konvergiert. Ansonsten sagen wir, dass der Erwartungswert
undefiniert ist. (Wichtig fur unendliche Wkeitsraume)

_ Ist X eine Zufallsvariable, so gilt: E[X] = Z X(w) - Prlw]

well

. (Sei X eine Zufallsvariable mit Wy € N,. Dann gilt E[X] = Z Pr|X > 1))
i=1



Linearitat des Erwartungswerts

Wir betrachten zwei Zufallsvariablen:
» Far Zufallsvariablen X, ..., X, und

X=aX +...+aX, + bmit
a,...,a,, b € Rgilt:
[ X] =aE[X]]+...+a,E[X ]+ b

X:12-R, Y:2-R

X+Y: N-9R
w = X(w) + Y(w)

Def

= ) (X+Y)w)-Prw]

T8 ¥

-k . - .

3" (X(w) + Y(w) ) - Prie]

Y X(w)Priw] + > Y(w) - Prw]

E[X] + E[Y]
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ndikatorvariablen

Iynp =1y - I

Beobachtung Fur ein Ereignis A C () ist die zugehorige Indika-

torvariable X, definiert durch:
1, ,p = Siebformel

(nicht addieren!) X () 1, fallsweA
0, sonst.

Fur den Erwartungswert von X, gilt: E[X.] = Pr(Al.




Vertelltes Rechnen - Stabile Menge

. Ziel: Rechner |6sen gemeinsam eine Aufgabe

. Stabile Menge: Grosste Teilmenge von Knoten, die nicht mit einer Kante verbunden sing
- Vorgehen:
- Jeder Knoten mit Wkeit p, ob er da bleibt oder nicht.

. Knoten, die noch Kanten zu anderen Knoten haben [6schen jeweils durch Abmachung 1
Knoten




Vertelltes Rechnen - Stabile Menge

.« Satz: Fur jeden Graphen G = (VE) mit [V| =n und |E| = m, bestimmt der Algorithmus eine
stabile Menge S mit [E[S] = np - mp2

« Bewels:

. X :=Anzahl Knoten, die die erste Runde uberleben

- Y := Anzahl Kanten, die die erste Runde Uberleben

FESE e Y

- FUr jeden Graphen gibt es eine stabile Menge von mind. n?/4m



(a) For each of the following subtasks, either define a probability space and events A and B (and
C') with the described properties, or prove that such a space cannot exist. Make sure that
you define both, the sample space (“Ergebnismenge”) (2 and the probabilities of the atomic

events (“Elementarereignisse”).
(i) Pr[A] = %, Pr[B] = 3 and Pr[AU B] = Pr[A] + Pr[B].
1

(ii) Pr[A] = %, Pr[B] = % and Pr[AU B] < Pr[A] + Pr[B].

47 3

(iii) Pr[A] = Pr[B], Pr[AN B] = 7, and Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B] (that is A and B are

independent).
(iv) Pr[A] = Pr[B] = Pr[C] = 2 and Prf[AN BN C] =0.

Samantha has a fair, six-sided die and a 5 CHF coin. She rolls the die and tosses the coin.
Samantha considers her experiment a success if the coin shows a strictly larger value than
the die (for the coin, heads is counted as 0; tails is counted as 5). Model her experiment with

a suitable probability space. Explicitly define the event A that the experiment is a success
and determine its probability Pr[A].




(c) Oliver owns three pairs of shoes — two blue pairs, and one yellow, which he stores unordered
in his wardrobe. One morning, during a power outage, he has to put on his shoes in complete

darkness. He randomly (uniformly at random) grabs two shoes from the wardrobe and tries
to put them on.

We let A denote the event that he picked one left shoe and one right shoe (i.e. he is able to

put on the shoes he picked), and we let B be the event that the two shoes he picked have
the same color.

Model this setting as a probability space and compute Pr[A] and Pr[A|B].




