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Übungsstunde 9

Algorithmen & 
Wahrscheinlichkeit



Minitest

• Passwort: quick 

• Zeit: 10 Minuten 

• Anzahl Fragen: 10 

• 0.2 Punkte pro richtige Antwort



Ablauf

• Minitest 

• Theory Recap 

• InClass Exercise 

• Kahoot!



Minitest 
Aufgaben 1

• Wenn ein probabilistischer Algorithmus mit einer Wahrscheinlichkeit von mindestens 2/3 eine 
korrekte JA/NEIN-Antwort liefert und wir ihn unabhängig n-mal ausführen, ist die 
Wahrscheinlichkeit, dass er mehr als n/2 Mal eine falsche Antwort gibt, kleiner als 
exp(-0.001n) 

• Es gibt einen probabilistischen Algorithmus, der testet, ob n eine Primzahl ist, und zwar in 
einer Zeit, die polynominell in log(n) ist.



Minitest
Aufgaben 2

• Sei A ein probabilistischer Algorithmus, dessen Ausgabe immer entweder 0 oder 1 ist, und 
gelte E[A] = s > 0. Seien ausserdem 0 <  < 1. Wenn wir A unabhängig m = 

 Mal ausführen und s’ als Durchschnitt der Ausgaben definieren, 
dann gilt mit Wahrscheinlichkeit mindestens 1- : . 

• Wir können jeden Las-Vegas-Algorithmus mit bekannter erwarteter Laufzeit höchstens T in 
einen randomisierten Algorithmus umwandeln dessen Laufzeit höchstens 10T ist und der mit 
Wahrscheinlichkeit mindestens 0.9 erfolgreich ist.

ϵ
⌈100 ⋅ log(1/δ)/(sϵ2)⌉

δ s′￼ ∈ ⌈(1 − ϵ)s, (1 + ϵ)s⌉



Minitest
Aufgaben 3

• Jeder Monte Carlo Algorithmus kann in einen Las Vegas Algorithmus umgewandelt werden. 

• Sarah besitzt zwei spezielle Münzen: eine zeigt immer ‘Kopf’, die andere immer ‘Zahl’. Sie 
wählt eine der beiden Münzen zufällig und wirft sie n = 1000 Mal. Sie bezeichnet mit X die 
Anzahl ‘Kopf’, die sie sieht. Dann gilt für  

• Ein deterministischer Algorithmus kann immer als randomisierter Algorithmus gesehen 
werden. 

δ := 1/4 : Pr[X ≥ (1 + δ)n/2] ≤ e−δ2n/6



Minitest
Aufgaben 4

• Seien X, Y, Z drei unabhängige Zufallsvariablen. Dann gilt immer E[X+Y*Z] = E[X] + E[Y]*E[Z]. 

• Die erwartete Laufzeit von Quickselect ist O(n). 

• Quicksort ist ein Monte-Carlo-Algorithmus.



Quicksort

• Sortiert Array in erwarteter Laufzeit O(nlog(n))



Quickselect

• Gibt das k-kleinste Element aus in erwarteter Laufzeit O(n)



Duplikate finden

Gegeben ein Datensatz  finde Duplikate, 

d.h. finde ein bzw. alle Paare  mit . 

• Annahme: Vergleich und Speicherzugriffe teuer,  sind grosse Elemente 

• erste Lösung: Hashfunktion  

• effizient berechenbar, zufällig verteilt, unabhängig:  

 

• m << |U|

S := {s1, . . . , sn}
1 ≤ i < j ≤ n si = sj

s1, . . . , sn

h : U → [m]

∀u ∈ U, ∀i ∈ [m] : Pr[h(u) = i] =
1
m



Duplikate finden

• Hashfunktion  

• unabhängig aber  

•

si = sj ⇒ h(si) = h(sj)

m = n2



Duplikate finden

• Neues Problem: Finde alle Wiederholungen 
Bloom Filter: verwende k Hashfunktionen 

• Bloom-Filter liefern Liste L, sodass 
• jede Wiederholung ist in L 
• für jedes andere i ∈[n] ist i ∈L sehr unwahrscheinlich.



Hase Igel Algorithmus

• Haben Array mit n Positionen, jede davon enthält Wert zwischen 1 und n-1 

• Konstruiere Graph mit n Knoten und n Kanten, Kanten immer von A[i] zu i 

• Von n gibt es Pfad von Länge k ≥ 1 mit Kreis von Länge l ≥ 3 

• Wir definieren s ≥ 1 und 0 ≤ r < l 

• Wenn k ≤ l -> s = 1, sonst s = k/l (aufgerundet)



Hase - Igel Algorithmus

• x  = x  -> finde diese Position mit Algo 

• Berechne k mit x  = x  

k+r 2(k+r)

k i+k





Aufgabe


